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Capítulo 1 

Cinemática 



1.1 Objetivos 

En física, la cinemática describe el movimiento de cuerpos. En esta unidad 
didáctica aprenderemos a caracterizar las trayectorias de objetos (que tratare- 
mos como partículas puntuales) en movimiento. Para ello, es necesario que nos 
familiaricemos con dos elementos básicos: el tiempo y el espacio. Para poder 
determinarlos necesitamos seleccionar un origen de tiempos -el momento en que 
el cronómetro empieza a funcionar- y un sistema de referencia -el punto desde 
donde medimos la posición, y un sistema de coordenadas. Una trayectoria de 
un objeto móvil está bien caracterizada, y por tanto el objetivo de la cinemática 
cumplido, cuando podemos decir dónde está en cualquier instante de tiempo. 

Para poder acometer la descripción cinemática, es importante conocer las 
magnitudes fundamentales de la cinemática: posición, velocidad y aceleración, 
así como la relación existente entre ellas. 

Por tanto, los objetivos de este capítulo son los siguientes: 

• Conocer las magnitudes de la cinemática: 

— posición, 

— velocidad 

— y aceleración. 

• Conocer la relación entre posición, velocidad y aceleración. 

• Entender la importancia de la selección, en función del tipo de movimiento, 
del sistema de coordenadas adecuado: 

— cartesiano 

— o radial. 

• Dominar las situaciones más sencillas: 

— Movimiento rectilíneo uniforme 

— Movimiento uniformemente acelerado 

— Movimiento circular uniforme 
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— Movimiento circular uniformemente acelerado. 



La evaluación de este capítulo se realizará principalmente mediante la res- 
olución de problemas y ejercicios. 



1.2 Introducción 

La cinemática es la parte de la física que se encarga de la descripción del 
movimiento. Esta descripción se realiza sin indagar en las causas que lo provocan 
(eso sería la dinámica). 

La primera pregunta es: ¿Qué necesitamos para poder describir el movimiento? 

• Un sistema de referencia , desde el que el observador toma sus medidas. 
Dos observadores en distintos sistemas de referencias dan descripciones 
del movimiento diferentes. 

Utilizamos dos conceptos fundamentales en cinemática: El tiempo y el espacio. 

Si tenemos, por ejemplo, un objeto viajando en el espacio, la descripción del 
movimiento es poder decir el cuándo y el dónde, o lo que es lo mismo, su posición 
como una función del tiempo. Para ello utilizamos patrones que nos permitan 
cuantificar estas magnitudes en unidades del Sistema Internacional (SI). 

• TiemptQ: La unidad en SI es el segundo. El patrón se obtiene a partir de 
una determinada frecuencia atómica: 1 s -O- vq s = 9192631779 Hz 



• Espacio (o distancia): La unidad en SI es el metro. El patrón se obtiene a 
partir de la velocidad de la luz en el vacío (c, que es constante) y el patrón 
de segundo: 1 m c = 299792458 m/s 



Entonces, con una cinta métrica y un reloj sabemos el dónde y el cuándo — > 
A partir de ahí podemos describir el movimiento desde un Sistema de Refer- 
encia dado, es decir, un punto desde el que medir distancias y un sistema de 
coordenadas. 



1.3 Movimiento de una partícula 

La posición de una partícula, que en general es una función del tiempo, la 
denotamos con el vector r[t). En un sistema de ejes cartesianos, podemos 
descomponer el vector posición en 3 dimensiones en las direcciones X, Y, Z. 



1 El tiempo es absoluto. En física clásica el tiempo transcurre igual para todos los obser- 
vadores independientemente de su movimiento relativo 
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Í (x(t),y(t), z(t)) = x(t)i + y(t)j + z(t)k si el movimiento es 3D 
(x(t), y(t)) = x(t)i + y(t)j si el movimiento es 2D 

x(t) si el movimiento es ID 

Observar que mientras r(í) es un vector, sus componentes x(t), y(t), z(t) 
son magnitudes escalares. Se relacionan con el vector r(í) mediante los vectores 
unitarios i = (1, 0, 0), j = (0, 1,0) y k = (0, 0, 1). Estos vectores están definidos 
de modo que el producto escalar entre ellos es: 

i-j = i- k = j- k = 0 

i-i = j- j = k- k = 1 

además |*| = |j| = \k\ = 1, y son invariantes. Conocida la posición de la 
partícula, podemos deducir la velocidad (v) y aceleración (a). 



1.4 Concepto de velocidad 



¿Cómo cambia la posición r con el tiempo? Si después de un intervalo de 
tiempo Ai la partícula pasa de estar en la posición r (i) a situarse en f (t + A t) = 
r(t) + A r, es decir, ha experimentado un avance A r, entonces su velocidad 
media ha sido de (v) = Af/At (La notación (v) quiere decir promedio de v). 
Esta cantidad nos da información de cómo cambia la posición de la partícula 
en un intervalo de tiempo Ai. Pero aquí lo que nos interesa no es la velocidad 
media sino la instantánea, es decir, cómo cambia el vector r en cada instante de 
tiempo. Para ello tenemos que utilizar incrementos de tiempo infinitesimales; 
nos encontramos con lo que en matemáticas llamamos derivada: 



v(t) 



r(í + Ai) — r(í) 

hm 

Ai — mj Ai 



dr(t) 

dt 




> O 
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El vector v(t) nos proporciona información sobre el movimiento inmediato: 

• Dirección y sentido del movimiento: Hacia donde se desplaza la partícula. 
Lo indica un vector unitario u v = jSr , con |u„| = 1. 

• Módulo de la velocidad |u|: Cómo de rápido es el desplazamiento. 

Ojo! Tanto el módulo luí como la orientación u v cambian durante la trayectoria: 
En general dependen del tiempo t. Por lo tanto, v(t) nos dice cómo cambia la 
posición en cada instante de tiempo. Si conocemos r(t) podemos calcular la 
velocidad v(t). 

Por 'conocer r(t)’ se quiere decir que se conocen (i) sus componentes carte- 
sianas o bien (ii) su módulo y orientación 
(i) Componentes Cartesianas: 



f(t) = x(t)i + y{t)j + z(t)k 



_ dr(t) _ dx{t) r , dy(t) 7 , dz(t) t 
dt dt dt dt 

v{t) = v x (t)i + v y (t)j + v z (t)k 

donde se ha tenido en cuenta que los vectores unitarios son fijos, y por lo tanto: 



di dj dk 

dt dt dt 



(ii) Módulo y orientación: 



r{t) = r(t) Ü r (t) 

Es decir, nuestra partícula está a una distancia del origen r(t) = |r(í)|, en la 
dirección y sentido que indica el vector unitario ü r {t) = 

Entonces la velocidad la calculamos derivando con respecto al tiempo: 



v(t) 



dr(t) 

dt 



u r (t) + r(t) 



du r (t) 

dt 



Ahora el vector unitario NO es constante, depende del tiempo y por lo tanto su 
derivada debe aparecer en la expresión de v. 



1.5 Concepto de aceleración 

¿Cómo cambia la velociad con el tiempo? — > Es lo que la aceleración nos 
dice. Análogamente al caso de la velocidad (que es la derivada temporal de 
la posición), la aceleración la definimos como la derivada de la velocidad con 
respecto al tiempo: 

-YO - 



La aceleración nos informa de cómo está cambiando la velocidad: tanto 
cambios en su módulo |u(í)| (más rápido o más lento) como cambios en su 
dirección y sentido, es decir, en u v (t). 
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En componentes cartesianas: 



a(t) 



d 2 x{t)-> 



d2 y^h . 

dt 2 J 



d 2 z(t) : 

—I 

dt 2 



o{t)Í 



(t)j + a z (t)k 



1.6 De la posición a la aceleración, y viceversa 

Ahora ya sabemos cómo, partiendo de una expresión general de la posición en 
función del tiempo r(t), podemos deducir tanto la velocidad como la aceleración 
en un instante de tiempo cualquiera, mediante derivación. 



r(í) A v(t) A a(t) 

El proceso inverso es el de integración en el tiempo: así podemos, a partir 
de la aceleración obtener la velocidad, y a partir de ésta, la posición. 

Si la función que conoemos es la velocidad, entonces la posición se obtiene: 

= v(t) dr(t) = v(t)dt 
dt 

f r{t) rt rt 

/ dr = / v (t')dt' => r(t ) = ro + v(t')dt ' ( 1 . 1 ) 

Jr(t 0 )=? 0 Jt 0 Jt 0 

Observar que, a la hora de integrar, aparecen constantes de integración 
que matemáticamente son libres. Sin embargo, para obtener una expresión 
que físicamente tenga sentido, hemos de utilizar las condiciones iniciales del 
movimiento: en la ecuación en la que obtenemos r(t) integrando la velocidad, 
hemos puesto como límites inferiores de las respectivas integrales el tiempo to y 
la posición en dicho instante de tiempo r{t = í 0 ) que denotamos como r*o. En 
los límites superiores de integración ponemos la expresión a obtener f(t) y el 
tiempo t. 

Si el dato conocido es la aceleración, entonces la velocidad se calcula así: 

= a(t) => dv[t) = a(t)dt 
dt 



rv(t) ¡-t p t 

/ dv 1 = / d(t')dt' => v(t) =vo+ a(t')dt' (1-2) 

Jv(t 0 )=v 0 Jt 0 Jt 0 

Para establecer los límites de integración procedemos análogamente a como 
se hizo previamente. Para obtener la velocidad, integramos con límites inferiores 
el tiempo ¿o y la velocidad justo entonces vo, etc. . . 

Para deducir la posición a partir de la aceleración hemos de integrar dos ve- 
ces. O, dicho de otro modo, introducimos el resultado que acabamos de obtener 
para v(t) (ecuación (11.21) ) en la ecuación (11.11) , donde se saca la r (t) : 



rit) = r 0 + / t ‘ v(t')dt' 1 
v{t') = v 0 + ¡l a(t")dt"j 



ro+v 0 (t-t 0 ) 




dt' 
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1.7 Algunas relaciones útiles 

Hemos visto como a partir de una expresión de posición, velocidad, o aceleración 
en función del tiempo se pueden deducir las otras dos. Sin embargo en algunas 
ocasiones es posible que nos enfrentemos a problemas en los que, por ejemplo, la 
aceleración no nos es dada como función de t sino de la posición r. En tales casos 
no se puede hacer directamente una integral en el tiempo, porque no tenemos 
una expresión que dependa explícitamente del tiempo sino que lo que tenemos es 
a(r) ¿cómo se obtiene la velocidad o la posición? Recurrimos a las definiciones 
de aceleración y velocidad que ya hemos visto: 



1.7.1 Si conocemos a(r) 



dv 

dt 



dv = adt 



v= — 
L dt 



dv 

v ■ dv = a ■ dt— = a ■ df 
dt 



nv(r) nr 

/ v-dv= a{r)dr. 

dvo j fn 



El término v-dv es un producto escalar entre dos vectores. Si las componentes 
de ambos son v = (v x , v y ,v z ) y dv = (dv x ,dv y , dv z ), entonces el producto escalar 
es: 

v ■ dv = v x dv x + Vydvy + v z dv z 

entonces su integral la calculamos como la suma de tres integrales separadas: 



r v(r) 



r v(r) 



7 >-dv= I (v x dv x + vydvy + v z dv z ) = ^ (vi +t^ +v 2 z ) v< f ) = \ (|n(r )| 2 - |n 0 | 2 ) 



volviendo a la expresión anterior: 



1 

2 



(l«(f )| 2 





1.7.2 Si conocemos a(v) 

Mediante separación de variables podemos calcular v(t) a partir de la expresión 
de la aceleración como función de la velocidad. 



a(u) 



dv dv 

dt a(v) 





dv 

a(v) 



de esta manera podemos despejar v(t) y después mediante integración y derivación 
obtener, respectivamente r(f) y a(t). 
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1.7.3 Si conocemos v(r) 

El procedimiento es muy similar al del caso anterior: 



v(r) 



dr 

dt 





así, obtenemos r(i) despejando. Derivando podemos conocer v(t), y, volviendo 
a derivar, la aceleración a(t). 



1.8 Casos sencillos 

Existen dos casos particulares de cinemática en los que todo se simplifica y 
podemos obtener algunas relaciones generales. Se trata del movimiento rec- 
tilíneo uniforme y del movimiento uniformemente acelerado. 

1.8.1 Movimiento Rectilíneo Uniforme (MRU) 

El movimiento rectilíneo uniforme se caracteriza por tener una velocidad cons- 
tante y, por tanto, aceleración cero. 

a = 0, v(t) = vo = cte 

Notar que todo movimiento con velocidad constante ha de ser rectilíneo por 
fuerza. Por tanto es conveniente escoger un sistema de referencia tal que uno de 
los ejes (cartesianos) coincida con la dirección del movimiento para simplificar 
las ecuaciones. 

Si escogemos el eje OX de modo que sea paralelo a vq, tenemos que, inte- 
grando la velocidad (ver ecuación (ED): 

x{t) = X 0 + Vo(t - ¿o) 



1.8.2 Movimiento Uniformemente Acelerado (MUA) 

Acontece cuando la aceleración a que es sometido el sistema es constante: 
a(t) = do = cte. Un ejemplo clásico es el tiro parabólico, donde un proyectil es 
disparado con una velocidad inicial dada, formando un ángulo determinado con 
la horizontal. El proyectil se ve sometido a una aceleración constante, la de la 
gravedad (a = g = 9.8 m/s). 

En el caso general este movimiento no es rectilíneo. Sólo lo sería en el caso 
de velocidad inicial cero o paralela a la aceleración. 

La expresión para la velocidad se obtiene integrando la aceleración: 




v{t) = v 0 + d 0 (i - t Q ) 

A su vez la posición se calcula integrando la ecuación de la velocidad: 



df(t) 



v(t) =v 0 + a 0 {t - t 0 ) 




(v 0 + a 0 (t - t 0 )) dt 



dt 



to 
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r(t) — fo= / v 0 dt + / d 0 (t—t 0 )dt 

Jt 0 Jt 0 



' t 2 tn\ ( t 2 t 2 

v 0 (t-t 0 )+á 0 ( — - -j ) —d 0 to(t—t 0 ) = v 0 (t-t 0 )+d 0 í — - j - t 0 t + ti 



r{t) = r 0 + v 0 (t - í 0 ) + 2®o(í - ¿o ) 2 



Notar que habitualmente las componentes de la posición x(t), y(t), z(t) tienen 
distintos tipos de movimiento: En el tiro parabólico, la componente en la di- 
rección de la gravedad se mueve con MUA, mientras que la componente per- 
pendicular a la gravedad se mueve con MRU. 

1.9 Cinemática del Movimiento Vibratorio Armónico 

El movimiento armónico es aquél que viene descrito por la ecuación: 



dr(í) 2 

a (t) = ~ = r (Ó 



con u¡ constante. 



1.9.1 Características del movimiento 

De la ecuación anterior se deduce que aceleración y vector posición: 

• son paralelos. 

• tienen sentidos opuestos. 

Como en general en cinemática, se extrae información física de las llamadas 
constantes iniciales: En el instante de tiempo í = ío, se conocen la posición 
r(to) = r*o y la velocidad v(to) = no- Si son paralelos (ro || vo), entonces el 
movimiento es unidimiensional, y escogemos el eje OX. 



d 2 x 

dt 2 



= —co X 



d 2 x 2 

w +ux = l1 



La solución de esta ecuación es una función seno o coseno: 



x(t) = Acos(ojí — 9) = Asm(ujt — a), 



a = 9 

2 



Donde A > 0 es una constante y 9 es la fase inicial o resultado de la ecuación en 
t = 0. Dada la naturaleza de las funciones seno y coseno, que están desfasadas 
por un ángulo 7r/2, se puede expresar x de las dos maneras, ajustando el desfase 
adecuadamente. 

La velocidad y la aceleración las obtenemos derivando, como siempre: 



dx(t) 

dt 



x(t) = Acos(uA — 9) 

= v(t) = — Ausin(wf — 9) 
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= a(t) = —Alo 1 eos (iot — 0) = — io 2 x{t ) 
at ¿ 

Posición, velocidad y aceleración son funciones periódicas de t y acotadas entre 
un valor máximo y mínimo, porque el coseno está acotado entre los valores 
— 1 < eos (iot—9) < +1 y porque existe un incremento de tiempo T que llamamos 
periodo tal que: 

x(t + T) = x(t ) 
v(t + T) = v(t) 
a(t + T) = a(t) 

el periodo es T = 

A u se la denomina frecuencia angular. Conviene no confundirla con la 
frecuencia v = A. 

Tanto la amplitud como la fase inicial se pueden obtener a partir de las 
condiciones iniciales (xo,vo) en el tiempo t = 0. 

xq = A cos(— 9) = A eos 0 => cos0 = ^ (1.3) 



Vo = — Awsin(— 9) = Auisvad 
y como eos 2 9 + sin 2 9 = 1, 



■ a v ° 
sin 9 = — — 

Au> 



(1.4) 



A 2 A 2 cu 2 



= 1 



A = \!xl + ^ 



0 ' 9 

Cü z 



Por otro lado para obtener la fase 9 dividimos la ecuación CSD. de por la 
ecuación ES, de ir o: 



vo_ 

x 0 



Alo sin 9 
A eos 9 



lo tan 9 



tan 9 = 

Xq lo 



1.10 Movimiento en Coordenadas Polares 

Hasta ahora hemos visto sobre todo cómo describir el transporte desde un 
sustema de coordenadas cartesianas. 




En 2 dimensiones, las cordanadas cartesianas de P son: 
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En polares, necesitamos un origen O y una recta 00’. La posición de P viene 
determinada por su distancia r = |f| a O y el ángulo 6 de su vector posición 
con la recta 00’, definido de manera que sea creciente en sentido antihorario. 




Los vectores unitarios ahora son ü r , en la dirección de r y üg, perpendicular 
al anterior y en el sentido de 6 creciente. 

La posición es: 

r = ru r 

El paso de cartesianas (x,y) a polares (r,Q), y viceversa, es sencillo: 

(x = r eos 6*1 í r = ^/x 2 + y 2 1 

\y = rsin#J \d = a.tan(y/x) J 



Como ya se vio con anterioridad, en cartesianas el cálculo de v y a es sen- 
cillo: al derivar nos aprovechamos de la circunstancia de que los unitarios son 
constantes. 

r(t) = x(t)i + y(t)j 



v(t) 



dx(t)-f dy(t) -* 



_. d 2 x(t d 2 y(t)-t 

¿Cómo se calculan velocidad y aceleración en polares? También hay que 
derivar, pero ahora hay que tener cuidado porque los vectores unitarios no son 
constantes, y por lo tanto sus derivadas no son nulas. 



r(t) = r(t)u r (t), 



dv(t) d 2 r[t) _ dr(t) du r (t) dr(t) du r (t) d?u r (t) 

«(C = -3 r- = + -T+ 37- + 37 37 + r C)- 



(1.5) 



dt 



dt 2 



dt dt 



dt dt 



dt 2 



d 2 r(t) _ . . dr(t)du r (t) d 2 ü r {t) 



m- df2 u r {t)+2 dt dt 



-(*)- 



dt 2 



( 1 . 6 ) 



La pregunta es ¿cuánto valen y Podemos deducirlo a partir 

de las siguentes figuras esquemáticas: 
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En la figura anterior vemos que los vectores direccionales unitarios cambian 
cuando la partícula se mueve. A continuación se muestra un esquema con sólo 
los vectores unitarios y sus cambios: 



düg 




A partir de esta figura vemos cómo se deduce que 



du. 



\dü r \ = \u r \dd 
_L u r => du r 



Ug 



dür 



dO _ 



dü r = dOÜg => = — Ug 

dt dt 



( 1 . 7 ) 



Encontes ya sabemos cuánto vale la derivada del vector unitario ü r . Además 
podemos calcular la segunda derivada: 

d 2 ü r d 2 9 _ de düg . . 

-^ = ^ ue+ di^r (L8) 

pero estas expresiones dependen de la derivada . Según la figura anterior, 
también podemos deducir cuánto vale esta última: 



\düg\ = \üg\de 

düg || —ü r 



düg = —deü r 



düg 

dt 




( 1 . 9 ) 



Entonces, el resultado de la expresión de düe/dt que hemos deducido en la 
expresión OD lo podemos sustituir en la ecuación ug. Obtenemos: 



d 2 Ü r d 2 e _ / d6\ 2 _ 

~di? = dti Ue ~~ \dt ) U ‘ 



( 1 . 10 ) 



Ahora ya conocemos el valor de las derivadas primera y segunda del vector 
unitario ü r y las podemos utilizar para reemplazarlos en las ecuaciones 
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y (TTTÜl) . Comenzamos sustituyendo la ecuación Cl 3 en la expresión para la 
velocidad en polares (ecuación (11.51) 1: 



?(í) = 



dü r d6 

_ N dt — dt ae ^ x 

- - ^u r (t) + 



dt 



dt 



_ dr _ dd _ 
v = + r -JT u O- 

dt dt 



A continuación reemplazamos en la ecuación para la aceleración en polares 
(ecuación di) las expresiones (11.71) y (11.1011 : 



du r 

dt 



— dQrt 

— dt Ue 



i{t) = 



_ cTr(t) . 
dt 2 



eTttr _ d 2 9r* ( d9\ ¿ ■ ? 

dt 2 ~ dt 2 Us \ dt) Ur 



-(*) 



j dr(t) du r (t ) 






di 



+ r(í) 



d 2 u r (t) 

dt 2 



_ d 2 r dr dd _ 

“ = de“’- +2 ü“» 



~d 2 e _ 


i 

T 

(N 


w ue ~ 


\dtj Ur 



a = 



d 2 r(t) ( d0\ 2 




dr d9 d 2 9 


dt: 2 r \dt) 


U'p H - 


2 b r 

dt dt dt 2 



Recopilando, tenemos que la velocidad es: 

dr _ dd . 



v = — u r 
dt 



r Tt Ue - 



Ug 



y la aceleración es: 





d 2 r(t) 


ue \ 2 




a = 


dt 2 r 


ydt) 


U r + 



dr dd 

2 

di dt 



d 2 6H 

’dí2 






Recordar que la velocidad se define como la derivada de la posición (en 
metros) con respecto del tiempo. Análogamente, podemos definir la veloci- 
dad angular (que denotaremos como tu) como derivada del ángulo respecto del 
tiempo. 

d9 

LO = — 

dt 

y la aceleración angular (a), como segunda derivada de 9 con t. 



d 2 9 dco 

dt 2 dt 



Entonces escribimos v y a así: 



_ dr _ _ 

v = —~u r + ruiug 
dt 



ív r = dr ¡dt Componente radial 
( vg = rou Componente polar 



( d 2 f 2 \ . í 0 dr \ _ í a r = 4A — riu 2 Componente radial 

\^Ü 2 ^ ruj Mr+ 2 Lu—+ra)u s < dt dr , „ , , 

\dt ¿ ) \ dt ) [ag = 2cu^ + ra Componente polar 



Como podemos ver son expresiones complicadas, más que en cartesianas. 
Sin embargo son útiles para describir órbitas, giros y otros tipos de movimiento. 
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1.11 Movimiento Circular: Descripción en po- 
lares 

Si tenemos una órbita circular, y situamos el origen de coordenadas en el centro 
de la circunferencia descrita, tenemos que la distancia r es constante. Esto hace 
que la descripción del movimiento utilizando coordenadas polares se simplifique 
mucho, porque ahora todas las derivadas de r con el tiempo desaparecen: En- 
tonces: 



Es decir, la velocidad sólo tiene componente polar, o tangencial a la trayectoria. 
No hay velocidad en la dirección radial, porque el radio es constante: la partícula 
cuyo movimiento estamos describiendo ni se aleja del centro ni se acerca a 
él. Conviene recordar la expresión que relaciona la velocidad lineal v con la 
velocidad angular ui: v = ru>. 

La aceleración también toma una expresión mucho más sencilla que en el 
caso general: 



Tenemos dos componentes de la aceleración: (i) la radial o aceleración centrípeta , 
dirigida hacia el centro: Esta aceleración no cambia el módulo de la velocidad 
sino su dirección. Según avanza la partícula, su vector velocidad va cambiando 
de dirección para que la trayectoria se ciña a la circunferencia de radio r. El 
módulo de la velocidad sí que puede cambiar, y esto es consecuencia de (ii) la 
aceleración tangencial, que tiene la orientación del vector üg. 

1.12 Casos sencillos de Movimiento Circular 

Los casos más sencillos de movimiento circular son análogos a los que hemos visto 
en la sección ¡1.8] , Tenemos el movimiento circular uniforme y el movimiento 
circular uniformemente acelerado. 

1.12.1 Movimiento circular uniforme 

No solo el radio ( R ) es constante, también el módulo de la velocidad lineal. 



v = rujüg 



v r = 0 Componente radial 
vg = v = tío Componente polar 




a r = —reo 2 Componente radial 

) — ra = Componente polar 



v = cte 



Entonces la velocidad angular también es constante: 



v 



u> = 



= cte 



R 



y la aceleración tangencial o polar es cero: 
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Por lo tanto la aceleración total solo consta de componente centrípeta o radial. 

a = a r = —roo 2 u r 

Finalmente, para calcular la posición en polares, necesitamos el ángulo 6 
como función del tiempo. Lo obtenemos integrando la lo: 




El periodo o tiempo de revolución es el tiempo T que la partícula tarda en 
regresar a la misma posición, o, dicho de otro modo, en describir un arco de 
ángulo 2n: 



6(t + T) - 6{t) = 2t t = ujT 




1.12.2 Movimiento circular uniformemente acelerado 

Es decir, con aceleración angular a = ao =cte. La frecuencia angular se obtiene 
por simple integración: 




Integrando de nuevo deducimos la posición angular 9: 




1.13 Ejercicios de Cinemática 

1. Una persona de altura l se encuentra situada a una distancia d de una 
farola de altura L. Dicha persona comienza a alejarse de la farola con una 
velocidad constante vq. Determina: a) La velocidad con que la sombra de 
la cabeza se desplaza b) La posición en función del tiempo de la sombra 
de la cabeza 

Datos: l = 1.8 m, L = 6 m, vo = 3 m/s, d = 3 m. 

2. La posición de una partícula viene descrita por la ecuación: 

f= 3 t 2 i + 6 tj — 3 (?' + 2 j). 

Determina: a) Posición y velocidad de la partícula en el instante t = 0. 
b) La ecuación paramétrica de la trayectoria, c) Cuándo son paralelos los 
vectores v y r . d) Cuándo son perpendiculares. 

3. Una partícula se desplaza a lo largo de una línea recta con velocidad 
v = b/r, siendo r su distancia al origen de coordenadas y b una constante. 
En el instante t = 0 s se encuentra en la posición ?’o, con velocidad vq. 
Determina: a) El valor de b. b) La posición de la partícula en función del 
tiempo. ¿Cuándo pasará por r = 2?’o? c) La aceleración. 
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4. La aceleración de una partícula es: a = — bv 2 i, con b constante. En t = 0 
la partícula se encuentra en el origen, con velocidad v = v a i. Determina 
la velocidad y posición de la partícula en función del tiempo. 

5. Una partícula se mueve dentro del eje OX con acele- ración a = ex 2 . 
Sabemos que al pasar por el origen su velocidad era vq ■ Determina la 
velocidad de la partícula en función de la posición. 

6. Una partícula se mueve dentro de una recta según la expresión: 

x(t) = 7f 3 — 2t 2 -f- 3í -| 1 

Calcular posición, velocidad y aceleración en el instante t = 3 s. 

7. Desde la superficie terrestre se lanza verticalmente un objeto con velocidad 
inicial vq. ¿Cuál es la altura alcanzada? ¿Cuánto tiempo premanece el 
objeto en el aire? (Suponemos que la resistencia del aire es despreciable). 

8. Una varilla de longitud L tiene su extremo A moviéndose en el eje OY 
con velocidad constante v. Sabemos que en t = 0, está en y = 0. El 
otro extremo, B , se mueve sobre el eje OX. Determinar la velocidad y 
aceleración del extremo B. 



9. Un objeto se mueve con velocidad constante vo entre los instantes de 
tiempo t = 0 y t = t\. A partir de ese instante se mueve con una velocidad: 



v(t) = 



vq t\ 
t 2 



Calcular la distancia que recorre en el intervalo de tiempo 0 < t < oo. 



10. En un tiro parabólico con velocidad inicial |€T| = vq, ¿cuál es el ángulo 
de lanzamiento para el cual se obtiene la mayor altura? ¿y la máxima 
distancia en horizontal? ¿En qué instantes de tiempo se producen? 



11. Una piedra se sumerge en el agua y se suelta sin velocidad inicial en el 
instante t = 0. Su aceleración es: 



a(t) = ge bt 

con b > 0 constante. Deduce las expresiones de velocidad y posición de la 
piedra en función del tiempo. 

12. Un ascensor sube con aceleración de 4 m/s 2 . Durante el ascenso, un 
tornillo de desprende del techo del mismo. Calcular el tiempo que tarda 
en caer al suelo del ascensor, si éste mide 3 m de altura. 



1.14 Cuestiones de Cinemática 

Indicar la(s) respuesta(s) correcta(s). 

1. ¿Cuándo queda caracterizada una trayectoria en cinemática? 

• Cuando conocemos su posición, velocidad y aceleración en un instante 
de tiempo. 
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• Cuando la velocidad como función de la posición es conocida. 

• Cuando la posición como función del tiempo es conocida. 

• Ninguna de las anteriores. 

2. Indicar qué respuesta o respuestas pueden ser correctas en movimiento 
uniformemente acelerado. 

• La velocidad disminuye con el tiempo. 

• La velocidad aumenta con el tiempo. 

• La velocidad permanece constante. 

• La velocidad en la dirección vertical permanece constante y en la 
dirección horizontal no. 

• La velocidad en la direcciones vertical y horizontal varía con el tiempo. 

3. En movimiento rectilíneo uniforme: 

• La velocidad inicial nunca puede ser cero. 

• La aceleración siempre es nula. 

• La velocidad no puede tener dos componentes. 

4. Una partícula A tiene velocidad inicial va y la partícula B tiene velocidad 
vb < va- Las dos se encuentran en el mismo punto y se mueven en 
la misma dirección y sentido. Ambas tienen aceleración ¿Se vuelven a 
encontrar? 

• No, es imposible 

• Solo si la aceleración de A es menor que la de B. 

• Solo si la aceleración de A es mayor que la de B. 

• Solo si las dos aceleraciones son iguales. 

5. Una partícula tiene movimiento circular, con 9 = —5 + lOí rad. ¿Cuál es 
su periodo? 

6. Una partícula tiene movimiento circular, con 6 = 4 + 2t — t 2 rad. ¿Qué 
tipo de movimiento es? Determinar la aceleración y la velocidad. 

7. Una partícula tiene movimiento circular, con u> = 3 1. En el instante t = 0 
s se encuentra en la posición 9 = 10 rad. Determinar 9 como función del 
tiempo. 




Capítulo 2 

Dinámica 



2.1 Objetivos 

La dinámica supone ir un paso más allá de lo visto hasta ahora, la cinemática. 
En este capítulo no nos quedaremos en la descripción del movimiento sino que 
nos ocuparemos de explicarlo, estableciendo una relación causa-efecto donde 
la causa son las fuerzas que actúan sobre un determinado sistema y el efecto 
es el movimiento. Para analizar y entender las fuerzas que actúan sobre un 
sistema físico el punto de partida es la presentación y el estudio de las tres 
leyes de Newton. Además, para resolver muchos problemas, necesitaremos in- 
troducir algunas magnitudes físicas auxiliares. En este capítulo conoceremos las 
magnitudes físicas más utilizadas para estudiar la dinámica de una partícula, 
y una vez hayamos aprendido su significado físico podremos emplearlas para 
resolver problemas. Se estudiarán los casos donde las fuerzas son conservativas, 
teniendo en cuenta las implicaciones que ello conlleva, como la posibilidad de 
introducir la energía potencial. Finalmente, se trabajará con sistemas de más 
de una partícula, como por ejemplo las colisiones. 

Los objetivos del capítulo son los siguientes: 

• Conocer y entender las leyes de Newton 

• Utilizar apropiadamente las magnitudes dinámicas 

— Momento lineal 
— Momento angular 
— Energía cinética 
— Trabajo 



• Conocer las características de las fuerzas Conservativas. 

• Saber plantear problemas de sistemas de más de una partícula. 

- Colisiones 



La evaluación de este tema se llevará a cabo fundamentalmente realizando 
problemas. 



23 
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2.2 Introducción 

En dinámica nos ocupamos de las interacciones causantes del movimiento. Las 
fuerzas tienen en general carácter vectorial, al igual que otras magnitudes im- 
portantes en dinámica. Por tanto haremos un breve repaso de operaciones 
matemáticas en las que hay vectores involucrados. Todo análisis dinámico se 
debe realizar teniendo en cuenta las leyes de Newton, que a su vez son válidas 
en sistemas de referencia inerciales. A partir de ahí, veremos como algunas 
magnitudes auxiliares nos ayudan a caracterizar la dinámica de sistemas de una 
y de varias partículas. 

2.3 Vectores y productos 

Ya que vamos a trabajar con vectores recordamos: 

2.3.1 Producto por un escalar 

Si ü es un vector y b un escalar, el producto lo escribimos v = bu. 

1. El resultado de multiplicar un vector por un escalar es un vector. 

2. El resultado es paralelo al vector multiplicado, u || v. 

3. Ambos tienen el mismo sentido si b > 0, y sentidos opuestos si b > 0. 

4. El módulo del nuevo vector v es el producto del módulo del vector que 
teníamos ü por el valor absoluto del escalar b, es decir: |n| = b\Ü\. 

2.3.2 Producto escalar 

El producto escalar entre dos vectores Ay B que forman un ángulo a entre ellos 
es: 

A ■ B = |A||.B| cosa 

Por tanto, 

1. Si A y B son perpendiculares, A ■ B = 0. 

2. Si A y £? son paralelos, Á - B = \Á\ ■ \B\. 

3. El producto escalar de un vector por sí mismo es A ■ A = \A\ 2 . 

4. El producto escalar es conmutativo: A ■ B = B ■ A. 

Si descomponemos los vectores en coordenadas cartesianas: 



A — A x i + Ayj + A z k, 

B = B x i + Byj + B z k , 

entonces, por las características de los vectores unitarios, tenemos que: 

A ■ B = A X B X + A y By + A Z B Z 
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2.3.3 Producto vectorial 

Es otro tipo de producto entre vectores. Mientras que en el producto escalar se 
obtiene como resultado un escalar, en el producto vectorial el resultado es un 
vector. La notación que se usa es un aspa ( x ) . Multiplicamos los vectores A y 
B que teníamos antes. 

A x B = {A x , A y , A z ) x (B x , B y , B z ) = 



— ( A y B z — A z By)i + ( A Z B X — A x B z )j + ( A x B y — A y B x )k 

Para calcularlo podemos utilizar las reglas del cálculo de determinantes: 



Á x B 



i j k 
A x A y A z 
B x B y B z 



Entonces : 

• El resultado es perpendicular a A y a B. 

• Si A y B son paralelos, el producto vectorial es cero. 

• El módulo del producto es \A x B\ = |A||i?| sin0, con 9 el ángulo entre los 
vectores Ay B. 

• 1x11 = — B x Á. 

2.4 Las leyes de Newton 

Antes de empezar definiremos lo que es un sistema inercial: 

Sistema Inercial: Si sobre un objeto no actúa fuerza alguna, cualquier 
sistema de referencia respecto al cual el objeto se mueve sin aceleración es un 
Sistema Inercial. Las leyes de Newton se refieren a sistemas de referencia iner- 
ciales. 

1. Primera ley: Toda partícula libre se mueve con v = cte. 

• Una partícula libre es aquella no sometida a ninguna fuerza. 

• Esta ley se suele denominar Ley de Inercia. 

2. Segunda ley: Si una partícula de masa m se mueve con aceleración a, es 
porque sobre ella actúa una fuerza tal que: 



F = ma 



• La fuerza la medimos en Newton (N) en el Sistema Internacional. 

N = Kg • m/s 2 



• Esta ley supone una definición de fuerza. 
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• Principio de superposición: Si sobre una partícula con masa m actúan 
varias fuerzas F\, F 2 , . . . , F n , la aceleración resultante con que se 
mueve es a = ai + ¿12 + • • • + a n , donde a t es la aceleración que 
m tendría si solo actuase la fuerza F. t . La fuerza neta resultante es 
la suma vectorial de cada una de las fuerzas: 

n 

F = ma = m(di + a 2 -\ + a n ) = F\ + F 2 4 + F n = ^ 

¿= 1 

3. Tercera ley: Si un cuerpo A ejerce una fuerza Fab sobre un cuerpo B, 
entonces B ejerce sobre A una fuerza Fba de módulo y dirección iguales 
a la anterior pero de sentido contrario. 

Fab = — F B a 

• Se la denomina Ley de Acción- Reacción. 

Existen 4 interacciones fundamentales, o formas básicas de interacción entre 
dos partículas 

• Gravitatoria. Debida a las masas de las partículas. 

• Electromagnética. Debida a las cargas eléctricas. 

• Nuclear fuerte. Cohesión de los núcleos atómicos... 

• Nuclear débil. Estabilidad nuclear, radiactividad... 

Toda interacción real se reduce a combinaciones de éstas. Sin embargo, en 
ocasiones es muy complicado quedarse con estas cuatro leyes y se recurre a 
descripciones fenomenológicas: 

• Gravedad en la superficie terrestre: 

F = mg 

• Fuerza normal: 

F = Ñ 

• Ley de Hooke (en ID): 

F = —kx 

• Tensiones transmitidas por cuerdas: 

F = T 



• Rozamientos estático y cinético: 

\F\<p e \Ñ\, \F\ = g c \Ñ\ 
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2.5 Sistemas de referencia Inerciales y No Iner- 
ciales 

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia, uno de ellos inercial con 
respecto a la posición de la partícula P (sistema O) y otro no inercial, (sistema 
O'), que se encuentra en la posición R(t) con respecto a O, y se mueve con 
velocidad V(t) y aceleración A(t). 

La posición de la partícula P es, para O, r(t), mientras que para O', la 
posición de P es r'(t): 



O : f(t) 
v(t) 

a(t) 



x(t)í + y(t)j + z(t)k 









O' : f'(í) = + z'(t)k ' 

. dx' dy' 7* d'z 
= ~dt l + ~dt J + ~dt k 



m = 



d 2 x' rj d 2 y d 2 z 
~dfi l + dP J+ dP k 



¿Cómo se relacionan r y r'l De la figura anterior deducimos que: 

f = R + r' 




